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Santrauka. Nagrinėjame k-mačio tikimybinio skirstinio P (A) sąsūkos P ∗n(A
√
n) asimp-
totinį elgesį, kai n → ∞ ir A priklauso Euklido erdvės Rk poaibių σ-algebrai M arba jos
siauresniems poaibiams.
Raktiniai žodžiai: tikimybiniai skirstiniai, sąsūkos, Bergstremo tapatrybė, Čebyševo-Kramerio
asimptotinis skleidinys.
Nagrinėjame nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių k-mačių atsitiktinių vektorių
seką
~ξ1, ~ξ2, . . . , ~ξn, . . . .
Tarkime, kad ~ξ1 matematinių vilčių vektorius E~ξ1 = ~0 ∈ Rk, o antrųjų momentų
matirca Σ yra neišigimusi. Tarkime Φ1(A) ∼ Nk(~0, Σ) yra Gauso k-matis skirstinys.
Pažymėkime
~Sn =
1√
n
n∑
j=1
~ξj
ir
P ∗n(A
√
n) = P{~Sn ∈ A}
visoms Borelio aibėms A ∈ M Euklido erdvėje Rk.
Pasinaudoję Bergstremo tapatybe [1] gauname
P ∗n(A
√
n) =Φ∗n1 (A
√
n) +
s−1∑
j=1
(
1
n
)j s∑
ν=j+1
(−1)j
ν!
C(j)ν Φ
∗(n−ν)
1 ∗
(
n(P − Φ1)
)∗ν
(A
√
n)
+ Cs+1n (P − Φ1)∗(s+1) ∗ E
(
P ∗(n−θ) ∗ Φ∗(θ−s−1)1
)
(A
√
n).
Čia n > 1, C(j)ν yra pirmos rūšies Strilingo skaičius (C
(0)
ν = 1),
E
(
P ∗(n−θ) ∗ Φ∗(θ−s−1)1
)
=
n∑
m=s+1
P{θ = m}P ∗(n−m) ∗ Φ∗(m−s−1)1 ,
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θ – neigiamas hipergeometrinis atsitiktinis dydis, įgyjantis m = s+ 1, s+2, . . . , n, su
tikimybėmis
P{θ = m} = Csm−1/Cs+1n .
Yra žinomos [2] dvi teoremos apie tapatybėje (1) narių asimptotinį elgesį.
1 teorema. Tarkime tikimybinis skirstinys P (A) = P{~ξ ∈ A} turi 2 + δ eilės, 0 <
δ 6 1, baigtinius momentus, tuomet egzistuoja konstanta C priklausoma tik nuo k, s
ir δ tokia, kad
sup
A∈M
∣∣Φ∗(n−ν)1 ∗ (n(P − Φ1))∗ν(A√n)∣∣ 6
(
CE(~ξTΣ−1~ξ)
2+δ
2
nδ/2
)ν
.
Čia 1 6 ν 6 s,
E
(
~ξTΣ−1~ξ
) 2+δ
2 =
∫
Rk
(
~xTΣ−1~x
) 2+δ
2 dP (~x),
~ξT – transponuotas vektorius ~ξ.
2 teorema. Tarkime galioja 1 teoremos sąlygos ir charakteringoji funkcija atsitiktinio
vektoriaus ~ξ išpildo Kramerio sąlygą
lim‖~t‖→∞
∣∣Eei(~t,~ξ )∣∣ < 1. (C)
Tuomet
sup
A∈M
∣∣r(s+1)n (A)∣∣ = o(n−(δ/2)s).
Čia
r(s+1)n (A) = C
s+1
n (P − Φ1)∗(s+1) ∗ E
(
P ∗(n−θ) ∗ Φ∗(θ−s−1)1
)
(A
√
n).
Sąsūka
Φ
∗(n−ν)
1 ∗
(
n(P − Φ))∗ν(A√n) =
∫
A
pν(~y) d~y
turi „tankį“ pν(~y). Panaudodami tikimybinių skirstinių P (A) ir Φ1(A) charakterin-
gąsias funkcijas gauname pν(~y) formalų asimptotinį skleidinį
pν(~y) =
∞∑
m=0
∞∑
l=0
(
1√
n
)l+ν+2m
(−ν)m
m!(3ν + l)!
∂m+3ν+l
∂εm∂̺3ν+l
×
[ ∫
x∈Rk
(
1√
(1 + ε)2π
)k
1√
|Σ|
× exp
{
− 1
2(1 + ε)
(~y − ~x̺)TΣ−1(~y − ~x̺)
}
d(P − Φ1)∗ν(~x)
]
∣∣ ε=0
̺=0
, (2)
kai 1 6 ν 6 s. Čia |Σ| yra matricos Σ determinantas.
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Iš (1) ir (2) išplaukia sąsūkos P ∗n(A
√
n) formalus asimptotinis skledinys:
P ∗n(A
√
n)
= Φ(A) +
s−1∑
j=0
(
1
n
)j s∑
ν=j+1
(−1)j
ν!
C(j)ν
∞∑
m=0
∞∑
l=0
(
1√
n
)l+ν+2m
(−ν)m
m!(3ν + l)!
× ∂
m+3ν+l
∂εm∂̺3ν+l
[∫
~x∈Rk
P{~ηε + ~x̺ ∈ A} d(P − Φ1)∗ν(~x)
]
∣∣ ε=0
̺=0
+ · · ·
= P{~ξ ∈ A}+
∞∑
r=1
(
1√
n
)r s−1∑
j=0
s∑
ν=j+1
∞∑
m=0
∞∑
l=0
(−1)j+mνm
ν!m!(3ν + l)!
C(j)ν
× ∂
m+3ν+l
∂εm∂̺3ν+l
[∫
~x∈Rk
P{~ηε + ~x̺ ∈ A}d(P − Φ1)∗ν(~x)
]
∣∣ ε=0
̺=0
+ · · · .
Čia
P{~ηε + ~x̺ < ~z}
=
(
1√
2π(1 + ε)
)k
1√
|Σ|
∫
~y<~z
exp
{
− 1
2(1 + ε)
(~y − ~x̺)TΣ−1(~y − ~x̺)
}
d~y.
~ηε ∼ Nk(~0, (1 + ε)Σ) – k-matis Gauso tikimybinis skirstinys.
3 teorema. Tarkime atsitinis vektorius ~ξ turi 2+ δ eilės, 0 < δ 6 1, baigtinius abso-
liutinius momentus ir charakteringoji funkcija Eei(~t,
~ξ) tenkina Kramerio sąlygą (C),
tuomet
P
{
~STnΣ
−1~Sn < x
}
= P
{
χ2k < x
}
+
s−1∑
j=0
(
− 1
n
)j s∑
ν=j+1
1
ν!
C(j)ν
∞∑
r=0
(
1
n− ν
)r
1
r!
P
{
χ2k+2r < x
n
n− ν
}
×
∫
~x∈Rk
(
1
2
~xTΣ−1~x
)r
e−
1
2
1
n−ν
~xTΣ−1~x d
(
n(P − Φ1)
)∗ν
(~x) + o
(
n−(δ/2)s
)
,
čia x > 0, s = 1, 2, . . . , χ2k – yra chikvadrato su k laisvės laiposniais atsitiktinis dydis.
3 teoremos tvirtinimas išplaukia iš (2) ir 2 teoremos iš [2].
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SUMMARY
Asymptotic expansion in approximation by normal law
A. Bikelis, J. Augutis, K. Padvelskis
We consider the asymptotic behavior of the convolution P ∗n(A
√
n) of a k-dimensional probability
distribution P (A) as n → ∞ for A from the σ-algebra M of Borel subsets of Euclidian space Rk or
from its subclasses.
Keywords: Probability distributions in Rk , convolutions, Bergström identity, Appell polynomials,
Chebyshev–Cramer asymptotic expansion.
